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KRZYWA DZWONOWA

dr inz. Adam Walanus, StatSoft Polska

Po co komu dzisiaj dzwon? Nawet w koSciotach sa teraz gtosniki, co jest jeszcze jednym
przejawem oczywistej przewagi softwaru nad hardwarem. Chyba ze Dzwon Zygmunta
(patrz rysunek 1). Ten potrzebny jest narodowi, zeby go jednoczy¢. I tu dochodzimy do
sedna sprawy z krzywa dzwonowa. Co to jest narod i jak go jednoczy¢? Ludzi co$ taczy i
co$ dzieli. Wiele rzeczy ich taczy i tyle samo dzieli. Jednych bardziej, innych mniej (aczy i
dzieli). Ludzie sa r6zni. R6zni pod wieloma wzgledami

RyS 1. Dzwon Zygmunta Krakow

Czy da si¢ w tej chaosie znalez¢ jaki$ porzadek? Tu, w statystycznym kaciku, da sig.
Jedyny mozliwy porzadek w chaosie to porzadek statystyczny. Opis statystyczny chaosu,
réznorodnosci jest mozliwy 1 wskazany. OczywiScie mozna spisa¢ doktadnie cechy
kazdego obiektu, np. Adam ma 185 cm wzrostu, a Zenek 158. Ludzie (przynajmniej
niektorzy) maja jeszcze inne wilasciwosci niz wzrost, ale zostanmy na razie przy czyms
prostym i tatwym do zmierzenia. Jaki wzrost majg Polacy? Na to proste pytanie istnieja
dwie odpowiedzi, jedna, do§¢ mato przydatna, to ta, ze Zenek N. ma 158 cm itd. dla
wszystkich 40  milionéw  oséb. Dla  wspolczesnego  programu  analizy
danych STATISTICA wielko$¢ pliku problemem nie jest, ale kto te informacje skonsumuje?
Dlatego jest druga odpowiedz. ze $rednio Polak ma 171,5 cm, albo ze S$redni czyli
przecigtny, czyli szary obywatel ma taki wzrost. Ta liczba: 171,5 to $rednia ze wzrostu
Adama i1 Zenka. Ani jeden ani drugi nie ma takiego wzrostu. To jaki jest sens $redniej?
Taki, ze jak bedg niesli deske, to jej $rodek bedzie na wysokosci 171,5 cm. Srednia to
$rednia, duzo wigcej tu si¢ nie da powiedzie¢, moze tylko wzor: (watwy)/2 albo dla
wszystkich: (wy+w,+...+w,)/n.

Srednia dla wszystkich Polakéw, no powiedzmy dla dorostych mezczyzn miedzy 20 a 70
rokiem zycia, zeby dac¢ spoko6j noworodkom, a takze nie udawac¢, ze kobiety od mezczyzn
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si¢ nie roznig, wynosi np. 171,54380573 (Uwaga! Wszelkie podobienstwo cytowanych
liczb do rzeczywistych wartosci jest przypadkowe). Czy te wszystkie cyfry rozwiniecia
dziesigtnego maja sens, to sprawa trudniejsza, trzeba jg zostawi¢ na p6zniej. Cieckawsze jest
nastgpne pytanie o wzrost dorostych Polakow, nastepne, gdy znamy juz odpowiedZ na
pytanie o $redni wzrost. Wiedzac, ze nie wszyscy maja 171,5 cm, 1 spodziewajac sie, ze
czg$¢ ma wigcej a czg$¢ mniej, mozna zapyta¢ jako$ dokladniej, jaka cze$s¢ ma duzo
wigcej, jaka duzo mniej itd. I tu wlasnie potrzebna jest krzywa dzwonowa przedstawiona
na rysunku 2..
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Rys 2.. Krzywa dzwonowa wskazujaca procent os6b o danym wzroscie

Prawda (statystyczna) jest taka wtasnie, jak na rysunku 2. Ilu ludzi miesci si¢ pod krzywa
dzwonowa, tylu ma taki wzrost, jak napisane jest pod nimi. Aby nie przesadza¢ w uraganiu
Scistosci, powiedzmy tak: na osi pionowej podany jest procent Polakow o wzroscie
podanym na osi poziomej wykresu. Koniecznie jednak pamigta¢ trzeba, ze chodzi tu o
jednostke wzrostu, w tym przypadku jest to 1 cm. Na przyktad na przedziat 160-161 cm
przypada ok. 2%. Dla przedziatu 160-160,5 bytaby mniej wigcej polowa z tego (nieco
mniej).
Krzywa dzwonowa jest wykresem funkgcji
fz)=e™
tak na prawde¢ (na prawd¢ matematyczna, zeby 100% to byto 100%) wzor jest taki:
i

1 e-?
fx)=—7—
a krzywa z rysunku 2 ma doktadnie taki wzor:

(x-171.5cm)?

o1 2(10cm)?
f)= xiom ©
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ktory uwzglednia konkretng sytuacje, tu akurat Wzrost.
Skad ten wzor? Dlaczego prawie wszystko na tym $wiecie rozktada sie zgodnie z taka
wiasnie funkcjg?

Wezmy kostke do gry. Wiadomo, ze wyrzucenie kazdej liczby oczek od 1 do 6 jest
jednakowo prawdopodobne. Co jednak bedzie gdy rzuca¢ bgdziemy dwoma kostkami, a
liczbe oczek sumowaé? Czy kazdy wynik od 2 do 12 bedzie dalej tak samo
prawdopodobny? Nie, bo np. 7 mozna otrzymac¢ az na 6 sposobow: 1+6, 2+5, 3+4, 4+3,
5+2 1 6+1. (Jezeli kogo$ dziwi, ze 1+6 1 6+1 to nie to samo, to znaczy, ze dostrzega dos¢
gleboka fizyczna kwesti¢ nieidentycznosci kostek.) Zostawmy dziecku kostki, wezmy
lepiej jaki§ generator liczb losowych, np. wyliczmy zmienng STATISTICA jako =Rnd(1),
otrzymamy liczby losowe z przedziatu od 0 do 1. Np. takie: 0,429, 0,128, 0,275, 0,785,
0,036. Wszystkie sg jednakowo prawdopodobne (rys.3/1).
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Rys 3.. Wykresy gestosci prawdopodobienstwa otrzymania roznych wartosci przy pojedynczym
losowaniu liczby losowej, przy sumowaniu dwoch i trzech takich liczb. Trzecia krzywa sktada sie z
trzech paraboli: f(x)=x%/2 (od 0 do 1), f(x)=0,75-(x-1,5)* (od 1 do 2) i f(x)=(x-3)*/2 (od 2 do 3). Nie

jest to jeszcze krzywa dzwonowa.

Dodajmy dwie takie liczby, zrébmy w STATISTICA tak: =Rnd(1)+Rnd(1), otrzymamy np.
1,191, 1,637, 0,772, 0,608, 1,162. Podobnie jak przy sumowaniu oczek na dwoch kostkach
najbardziej prawdopodobne bedzie otrzymanie $rodkowej wartoSci, tu jest to jedynka.
Prawdopodobienstwo wzrasta, a nastgpnie maleje liniowo (rys. 3/2). Jest tak jak przy
kostkach, co mozemy sprawdzi¢ przeliczajac na ile sposobow mozna dosta¢ 2, 3, ... 12.
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Ciekawie wyglada dopiero rysunek 3/3. Wynik sumowania trzech liczb losowych z
przedziatu od 0 do 1. Niech nie wprowadzi nas w blad podobienstwo, to jeszcze nie jest
krzywa dzwonowa. Funkcja z rysunku 3/3 to trzy sklejone parabole. Zauwazmy, ze dla
jednej kostki byta jedna funkcja stopnia zerowego (x° - stata), dla dwoch dwie proste, czyli
krzywe stopnia 1 (x%), dla trzech trzy parabole, czyli krzywe stopnia 2 (x?). | tak dalej.
Czym sie to konczy w nigdy nieosiagalnej nieskonczonosci? Krzywa dzwonowa. Te ciagi
krzywych potegowych koncza si¢ funkcja & % jak to robia, to juz prawdziwa matematyka.
Scisty matematyczny dowdd, ze tak jest, jest trudny.

Pozostaje pytanie, co to wszystko ma do wzrostu Polakéw? To si¢ stosuje do $redniego
wzrostu Polakéw. Po prostu dlatego, ze $rednia to suma wielu przypadkowych wzrostow.
Srednia to suma podzielona przez liczbe zsumowanych liczb, ale to dzielenie przez
nieclosowg warto$¢ nic nie zmienia. Wazne jest to, ze sumuja si¢ wielkosci niezalezne od
siebie, jak wzrost Adama i Zenka (nie sa krewnymi).

Dlatego krzywa dzwonowa ma zastosowanie prawie wszedzie, dlatego nazywa si¢ krzywa
rozktadu normalnego, bo normalna jest taka sytuacja, ze duzo réznych czynnikow sumuje
si¢ na koncowy wynik, gdy np. wiele jest roznych, niezaleznych zaburzen psujacych
stabilnos¢ produkcji.

Krzywa dzwonowa ma pewna cickawg i uzyteczng wlasnos¢, bardzo szybko maleje przy
oddalaniu si¢ od srodka.

Rys 4.. Krzywa dzwonowa pokazana w zmiennej skali pionowej, tak ze co pewien krok (=1) skale
powigksza si¢, by na powrot osiagna¢ maksymalng warto$¢. Widaé, ze krzywa coraz szybciej
maleje. Wykres otrzymano w STATISTICA Basic.

Zacznijmy jednak od tego, ze ten dzwon nigdzie si¢ nie konczy; & ? zawsze jest wigksze od
zera. Najwigksza suma oczek przy rzucie dziesigcioma kostkami to 60. Oczywiscie przy
nieskonczenie wielu kostkach (lepiej sobie tego nie wyobrazaé, to tylko matematyka...) nie
ma zadnego ograniczenia, mozna o0siggna¢ nieskonczonos¢. Tak spelnia si¢
nieograniczono$¢ krzywej dzwonowej. A co z szybkim spadaniem w stron¢ zera?
Pomys$lmy, jak mato prawdopodobne jest otrzymanie samych szostek w dziesieciu rzutach
(p=1/6""=0,000000016), albo jak mato prawdopodobne jest, ze w wickszej, przypadkowej
grupie osob $redni wzrost jest 2 m. Inny przyklad to, ze przewrdcil nam si¢ barek,
wszystkie alkohole si¢ zlaly i powstal wspaniaty koktajl. W tym ostatnim przypadku trzeba
zwroci¢ uwage na niezalezno$¢ skladnikow, jezeli rzeczywiscie byly przypadkowe to
wynik na pewno nie bedzie dobry.

Krzywa maleje szybko do zera i tylko teoretycznie nigdy go nie osigga. Praktycznie nigdy
nie dostaniemy dziesigciu szostek po kolei. Czyli wszystko co jest sumg albo innym
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wynikiem wielu oddziatywan jest ograniczone. Jest, ale mozna tez popatrze¢ na sprawe
inaczej, mozna dostrzec wilasnie "ogony" krzywej dzwonowej. Wilasnie odchylenia od
normy, ktore, jak to odchylenia, nie sg bardzo prawdopodobne, ale si¢ zdarzajg. Czasami
lubi si¢ odchylenia od codziennosci. Wiele emocji wywotata kiedys w USA ksigzka o
tytule takim samym jak tytut tego artykutu, w ktérej zajmowano si¢ poziomem inteligencji.
Oczywiscie przyjemnie by¢ w prawym ogonie krzywej opisujacej rozklad 1Q w
spoteczenstwie. Ekstremalne przypadki musza istnie¢, i to z obydwu stron. Czy one si¢
rownowaza? Raczej nie. Srednia dochodow jednego prezesa i jednego bezrobotnego nie ma
wiele wspolnego ze $rednig krajowa. Ale to nie jest najlepszy przyktad, bo rozktad
zarobkow normalny nie jest, to znaczy nie podlega krzywej dzwonowej. Jest asymetryczny,
chociazby z jednego powodu, tego, ze lewy ogon krzywej nie zejdzie ponizej zera, a prawy
ograniczen nie ma.

Do$¢ tej socjologii, wro¢émy do matematyki. Popatrzmy jeszcze raz na rysunek 3. W
pierwszym przypadku mamy zupeitny rozrzut wartosci w catym mozliwym przedziale. W
drugim pojawia si¢ skupienie wokdt $rodka, a w trzecim skupienie to jest jeszcze
wyrazniejsze. Jest to ogolna cecha sumowania wptywu wielu czynnikow. Przy dodawaniu
dwoch wielkosci A i Z, ktore moga by¢ troche wigksze albo trochg mniejsze, mozliwe sa
cztery przypadki: A raczej wigksze i Z raczej wicksze itd.

A Z At+Z
+ + ++
+ - 1

- + I

Odchytka sumy od $redniej warto§ci moze by¢ co prawda dwa razy wigksza (++, --) niz
odchytki sktadowe, ale w potowie przypadkow jest zerowa. To jest przyczyna, dla ktorej
srednia jest wzglednie bardziej skupiona wokot przecigtnej wartosci niz sktadniki.
Popatrzmy jak sumujg si¢ sktadniki podlegajace doktadnie krzywej dzwonowe;.

A Z A+Z

\
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Rys 4.. Sumowanie krzywych dzwonowych. Krzywa sumy jest tylko 1,41 razy szersza, szerokosci
si¢ nie dodaja.

Dodawano wielkos$¢ A, ktora wynosi ok. 5 do wielkosci Z, rownej ok. 10. Wynik A+Z jest
w okolicy 15. Potozenie krzywych jest takie, jak trzeba. Ale co z szeroko$cig? Szerokosé
krzywych A'i Z jest, dla uproszczenia sytuacji taka sama. Szeroko$¢ krzywej opisujacej
sume A+Z nie jest sumg szerokosci krzywych A i Z, nie jest dwa razy wigksza. Wida¢ to
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najlepiej po wysokosci krzywej A+Z, nie jest ona az dwa razy nizsza, a musialaby by¢ dwa
razy nizsza gdyby miata by¢ dwa razy szersza, zeby pole pod krzywa byto ciagle rowne 1.
Krzywa dzwonowa sumy jest szersza, ale tylko o S22 czyli 1.41.

Jezeli obliczamy $rednia to dzielimy przez dwa, 15/2=7.5, ale jednoczes$nie dzieli si¢ przez
dwa szerokos$¢ krzywej, 1.41/2=0.7 a to jest mniej niz jeden, szerokos$¢ krzywej dla
sredniej jest mniejsza niz dla sktadnikow. To jest wlasnie powdd, dla ktorego Srednia jest
dokladniejsza. Srednia ze stu skladnikow bedzie dziesie¢ razy doktadniejsza, bo
pierwiastek ze 100 =10. Jezeli szeroko$¢ krzywej dzwonowej dla wzrostu pojedynczego
(przypadkowego) mezczyzny jest np. 10 cm, to dla $redniego wzrostu 10 milionéw
Polakow szeroko$é ta bedzie 10 ¢m/10.000.000?=0,0031 cm. Oznacza to, ze catkiem
poprawny jest zapis $redniej z taka doktadnoscia: 171,544. A gdyby jaka$ inna $rednia (np.
dla Czechéw) wynosita 171,524, to z czystym sumieniem mozna wypowiedzie¢
statystyczng prawde: Czesi sa nizsi, o cate 0,2 mm. Jest to prawda statystyczna nawet jesli
uwzglednié, ze jest ich mniej i ich $rednia jest mniej doktadna.

Teraz mozemy obliczy¢ jakie jest prawdopodobienstwo, ze przypadkowy Czech bedzie
nizszy od przypadkowego Polaka. Mniej wiecej bedzie to tak:

02t/ (27 10cm) = 0,00008

taka jest roznica, wigc prawdopodobienstwo bedzie wynosito 0.50008, oczywiscie jest
wicksze od 1/2, ale nie na tyle, zeby na to stawiac.
W niektorych spoteczenstwach bardzo wielkie emocje budza kwestie rdznicy poziomu
inteligencji r6znych grup etnicznych. Warto wtedy pamigtac, ze réznica uznana za istotng
dla $rednich niekoniecznie musi oznaczaé¢ jakakolwiek zauwazalng réznice przy
rozpatrywaniu jednostek.

Nie najlepsze opinie styszy si¢ o tzw. prawdzie statystycznej. Czy stuszne? Czy to, ze
sredni Polak nie istnieje jest argumentem? Jezeli mamy duzo danych, moze nie o
wszystkich ale o tysigcach osob, klientow, uzytkownikow, to inna prawda jak statystyczna
jest nieuzyteczna. Statystyka to nie tylko §rednia, nawet nie tylko krzywa dzwonowa z jej
dziwnym ksztattem. Statystyka to ogromne narzedzie, na szcze$cie dostgpne w
programie STATISTICA. Z tatwos$cig dostepu do baz danych, szybko$cig przetwarzania, ale
co najwazniejsze z intuicyjnym interfejsem podpowiadajacym kierunek analizy, a w
ostatecznosci z obszernym podrecznikiem elektronicznym STATISTICA jest rozwigzaniem
dla osob, ktore juz wiedza, ze potrzebuja prawdy statystycznej w podejmowaniu decyzji, w
kontroli jakosci, w badaniach.

Wspomnijmy jeszcze na zakonczenie Gaussa, ktorego nazwisko firmuje krzywa
dzwonowa, byt to wielki matematyk, zyt dawno; 1777-1855. Jego portret, razem z krzywa
figuruje na banknocie 10DM.
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